Prof. Dr. P. S. Jossen Frithlingssemester 2018 ETH Ziirich

M. Wellershoff Komplexe Analysis D-ITET D-MATH

Serie 13

Hinweise: Diese Serie ist deutlich lidnger als alle anderen Serien dieses Semesters. Die Idee ist
dabei, dass Sie nicht die ganze Serie innerhalb der ndchsten Woche 16sen, sondern diese als eine
Aufgabensammlung zur Vorbereitung auf die Priifung im August ansehen. Die Aufgaben sind
generell so zusammengestellt, dass sie ein hervorragendes Training fiir die Priifung darstellen.
Wenn Sie die Aufgaben l6sen, dann stoppen Sie doch die Zeit, welche Sie dafiir benotigen.

Aufgabe 13.1 Anwendungen des Residuensatzes

(13.1a) Berechnen Sie das Integral
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(13.1b) Berechnen Sie das Integral ann  diluss
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(13.1¢) Berechnen Sie das Integral
(13.1d) Berechnen Sie das Integral

(13.1e) Berechnen Sie das Integral
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(13.1f) Berechnen Sie das Integral
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(13.1g) Berechnen Sie das Integral

oo i 2
/ sin“x dz.
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indem Sie die trigonometrische Formel sin® z = (1 — cos 2x) benutzen.
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(13.1h) Sei k£ > 0 und s > 0. Berechnen Sie das Integral
* cos sk
/ _ P dzx.
(13.1i) Berechnen Sie das Integral
2
/ cos 36 a0,
o D—4cost

(13.1j) Berechnen Sie das Integral
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de
/0 1—2acosf+a?

fuir:

i |a| <1, ii. |a| > 1.

(13.1k) Sei 0 < a < 1. Berechnen Sie das Integral

/ ¢ dz,
oo L €%

indem sie iiber den Weg vy in Abbildung 13.1 integrieren.
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Abbildung 13.1: Der Weg zur Verwendung in Aufgabe (13.1k).

(13.11) Sei —1 < a < 1. Berechnen Sie das Integral

oo ea:v
dz,
_oo COshz

indem sie iiber den Weg y in Abbildung 13.2 integrieren.
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Aufgabe 13.1 Anwendungen des Residuensatzes
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(13.1e) Berechnen Sie das Integral
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indem Sie die trigonometrische Formel sin® z = (1 — cos 2z) benutzen.
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Abbildung 13.1: Der Weg zur Verwendung in Aufgabe (13.1k).
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(13.11) Sei—1 < a < 1. Berechnen Sie das Integral R v
R4 R+
/ ‘(1‘1’4” dx, } i
J_oo COsh h], o ¥
indem sie liber den Weg  in Abbildung 13.2 integrieren. -
—R R -
Abbildung 13.2: Der Weg zur Verwendung in Aufgabe (13.11).
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(13.1m) Betrachten Sie ausserdem die folgenden Aufgaben der alten Serien: Tt

i. Aufgabe 6.5, iii. Aufgabe 7.4, yo (B)= Pe (be (O, 17
ii. Aufgaben 7.3a und 7.3b, iv. Aufgabe 7.5a.

Aufgabe 6.5 Ein reelles Integral

B > Berechnen Sie das Integral
: 1
—— dz.
T /P 1+
—

Hinweis: Wenden Sie den Residuensatz auf den Weg vz : [0,1] — C, welcher in Abbildung 6.1
gezeichnet ist, an. Dann lassen Sie R gegen unendlich gehen.
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(7.3b)  [Bonus] Benutzen Sie den Residuensatz und den Weg 7 : [0, 1] — C, welcher in Abbil-
dung 7.2 gegeben ist, um die Identitit
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Aufgabe 7.4 Reihenberechnung durch den Residuensatz 0‘\ . L,/\ ( o ?\5 T C) b %L(’ _ \(/ i Z
(7.4a) Betrachten Sie die Funktion

)

cos(mz)

f(z) :=mcot(mz) =m- sin(m2)

1 \
Yok
und zeigen Sie, dass f die einfachen Polstellen z, = k, k € Z, hat und dass die Residuen von f ng ( ( L % Q % ’ZD 'S # O

an all diesen Polstellen den Wert eins haben.

(7.4b)  Ziegen Sie, dass f auf dem Rand 0Q) v des Quadrates — O P /( O
r = 1 Lf_ oQ
Qu = [V + ), N+ (V4 ), N+ B, -Urdkn,
mit V€ N, beschrinkt ist durch eine obere Schranke, welche nicht von N abhéngig ist. l7 ( _t ) 3 C(p T <
C

lim
V00

Nooo Jogn 22 T ((
gilt und folgern Sie aus dem Residuensatz die Identitit @( PZ_U/S («0 e _t‘u,\)

oo

1 a2
Z;‘.zz%'

k=1

(7.40)  Zeigen Sic, dass / g s ( ,S (1\ [ %LLB 4 _ yé I A N I i_l,

Hinweis: Die Laurententwicklung des Kotangens um z, = 0 ist gegeben durch
1 1 1, 2 5 1
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Y ’\ Aufgabe 7.5 [Bonus] Weitere Reihen

(7.5a) Benutzen Sie Aufgabe 7.4, um die folgenden Reihen zu berechnen. Die Konstante « ist
dabei so gewihlt, dass die Nenner der Briiche in den Summen niemals verschwinden.
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Abbildung 13.2: Der Weg zur Verwendung in Aufgabe (13.11).

(13.1m) Betrachten Sie ausserdem die folgenden Aufgaben der alten Serien:
1. Aufgabe 6.5, iii. Aufgabe 7.4,

1. Aufgaben 7.3a und 7.3b, iv. Aufgabe 7.5a.

Aufgabe 13.2 Verschiedene Aufgaben zu Fourierreihen
(13.2a) Berechnen Sie die Fourierreihe der 27-periodischen Fortsetzung von

f(t) :=t, t €10,2m).

(13.2b) Berechnen Sie die Fourierreihe der 27-periodischen Fortsetzung von

f&) =1t t€l—mm).
(13.2¢) Berechnen Sie die Fourierreihe der 2m-periodischen Fortsetzung von

£(t) = {1 wenn ¢t € [0,7),

| -1 wemnt e [r,2n).

(13.2d) Berechnen Sie die Fourierreihe der 27-periodischen Fortsetzung von

£(t) = {sin(t) wenn ¢t € [0, 7),

0 wenn t € [r,27).

(13.2e) Berechnen Sie die Fourierreihe der 27-periodischen Fortsetzung von

f(t) := |sin(t)], t € [0,2m).

(13.2f) Berechnen Sie die Fourierreihe der 2r-periodischen Fortsetzung von

ft) = t wennt € [m,27).

1—et wenn ¢ € [0, 7),
e™t—e”

(13.2g) Benutzen Sie Aufgabe (13.2a), um die Summen

Serie 13 Seite 3

Aufgabe 13.2



L3 (2;_1_); iy #
auszuwerten.
(13.2h) Benutzen Sie Aufgabe (13.2b), um die Summen

i > G ii. >0 e
auszuwerten.
(13.2i) Benutzen Sie Aufgabe (13.2c), um die Summen

i i Yool e
auszuwerten.
(13.2j) Benutzen Sie Aufgabe (13.2d), um die Summen

i. 2211 ﬁ’ i. ZZO:l m’
auszuwerten.
(13.2k) Benutzen Sie Aufgabe (13.2e), um die Summen

. o0 1 .o o0 1
L. Zn:l 4n2-1° 11. Zn:l (4n2-1)2>

auszuwerten.

Aufgabe 13.3 Verschiedene Aufgaben zur Fouriertransformation

(13.3a) Berechnen Sie die Fouriertransformation von

1
t) i = —r——0.
f®) t?2 4+ 6t + 13

Hinweis: Der Residuensatz kann bei dieser Aufgabe helfen.

(13.3b) Berechnen Sie die Fouriertransformation von

t
f(t) = (EE

Hinweis: Der Residuensatz kann bei dieser Aufgabe helfen.

(13.3c) Berechnen Sie die Fouriertransformation von

1
ft) = m

Hinweis: Der Residuensatz kann bei dieser Aufgabe helfen.

(13.3d) Berechnen Sie die folgenden Integrale mit Hilfe der Aufgaben (13.3a)—(13.3c):
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Aufgabe 13.2 Verschiedene Aufgaben zu Fourierreihen é ()

N
(13.2a) Berechnen Sie die Fourierreihe der 27-periodischen Fortsetzung von
f(t) =t t e [0,2m). //
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J) = T hwe 7 at o
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A d /1 4
)= — Cedt= —(-9%%)= &
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w=1 D

(13.2g) Benutzen Sie Aufgabe (13.2a), um die Summen
1. ZIOLOZl (27:—)711’ ii. Z?LCZI n%’

auszuwerten.
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(13.2b) Berechnen Sie die Fourierreihe der 27-periodischen Fortsetzung von 'X U'X

f@) =1, t € [—m, ). /\/I\/\/

v | n >t
SUOW(L Flt =9 lof\:o ; Aa < 6@9 (wﬁ“\
L 'lW o
z Ce /l /1
Ao = — g E(KP = = e —qu’ = T
T ° ™ =
Ty (A Lo La ()
ans — § Eeos(ab)dts = = - S gt
4% 0 i N [-(: 0 n
W_
= "
< (s (ab) }“ 7 cos (AT 1 T -1)
E[ n'*“ 0 o A" (T A" T Nt
Y N aurade
: 3 i
- & N nepraeky | =9 AL
— 2 A VV\SMM
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A v s}
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¢
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(13.2h) Benutzen Sie Aufgabe (13.2b), um die Summen
LY (2nil)2’ i3, m’

auszuwerten.

1) Nt allualved, alcbt guadiet = sudun b 0 os (La-YE) = A1
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(13.2¢) Berechnen Sie die Fourierreihe der 27-periodischen Fortsetzung von X (€)

1 wennt € [0, ), +— —
ft) = 0.m. ) ' 1 1 1
—1 wennt € [m, 27). —

’ 4

/S(H LU\@WM &(\E\”c’/g(é) = a, =0

[

¢ T 4 a2 g T
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(13.2i) Benutzen Sie Aufgabe (13.2¢), um die Summen

. o (=)™ - 00 1
L Zn:l (2n—1)° n. Zn:l (2n—1)2°

auszuwerten.
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(13.2d) Berechnen Sie die Fourierreihe der 27-periodischen Fortsetzung von

£ = {sin(t) wennt € [0,7), _ " ‘IA/\
0 wennt € [, 2m). m

1 ﬁ 1 . | T 1T ?
a, = T 5 (Q dt = - “COS(%) v
T Tl
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(13.2j) Benutzen Sie Aufgabe (13.2d), um die Summen

. 0 1 .. o 1
LY i 07, @2-12>

auszuwerten.
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(13.2e) Berechnen Sie die Fourierreihe der 27-periodischen Fortsetzung von ’X ( 6)

A
f(t) == |sin(¢)], t €[0,2m). /W

Gk Flb f-th= SO =0 Ly =0 T o >
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(13.2k) Benutzen Sie Aufgabe (13.2¢), um die Summen

. oo 1 5 S} 1
L Zn:l 4n2-1" 1. Zn:l 4n2-1)2>
(

auszuwerten.
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(13.2f) Berechnen Sie die Fourierreihe der 27-periodischen Fortsetzung von
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i f sin(3t) iii oo cos(13t) dt,

00 t2+6t+13 ©Jo o (82+1)2
.. 00 tsin(7t) cos(
1L Jg (t2+1 ) dt, iv. [y t2+2t+2 dt.

(13.3e¢) Berechnen Sie die Fouriertransformation der Funktion

2+ 2
t) = ———.
f(t) tt+4

Berechnen Sie dann den Wert des Integrals
oo (Tt 4)%
(13.3f) Berechnen Sie das Integral
/ sin(z) e
oo (22 4+ 1)
(13.3g) Sei o > 0. Losen Sie die Differentialgleichung

—u"(t) + o*u(t) = ht), t €R,

wobei h : R — C eine absolut integrierbare, stetige Funktion ist, mit Hilfe der Fouriertransfor-
mation.

Hinweis: Die Losung kann in Abhingigkeit von / angegeben werden, wenn man den Faltungs-
satz verwendet.

(13.3h) Losen Sie die Differentialgleichung

62 2

@U(%y) + a—yQU(ﬂi,y) =0, re€R, y>0,

mit Nebenbedingung u(z,0) = h(z), wobei h : R — C eine absolut integrierbare, stetige Funk-
tion ist.

Hinweis: Benutzen Sie die Fouriertransformation und den Faltungssatz. Beachten Sie bei der
Losung des Systems, dass die Fouriertransformation von (-, y) beschrinkt sein soll.
(13.3i) Sei a > 0. Losen Sie die Differentialgleichung

62

2'mU(t,[L’), t>0, I'ER,
X

0
au(t, T) =«

mit Nebenbedingung u(x,0) = h(x), wobei h : R — C eine absolut integrierbare, stetige Funk-
tion ist.

(13.3j) Betrachten Sie ausserdem noch einmal die folgenden Aufgaben aus den Serien:
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Aufgabe 13.3 Verschiedene Aufgaben zur Fouriertransformation L as f
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(13.3b) Berechnen Sie die Fouriertransformation von

MﬂClA Q/LQ, gm‘{‘?
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(13.3d) Berechnen Sie die folgenden Integrale mit Hilfe der Aufgaben (13.3a)—(13.3c):
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(13.3e) Berechnen Sie die Fouriertransformation der Funktion
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(13.3g) Sei « > 0. Losen Sie die Differentialgleichung
—u"(t) + o*u(t) = h(t), t eR, W"‘ [QV (/(\/\1/) el Q./L-/\-Q
wobei h : R — C eine absolut integrierbare, stetige Funktion ist, mit Hilfe der Fouriertransfor- | o <
mation. Pw'\‘wl&(/\(a\ r{ Lo%l/VLCS d Q('jl(/('

Hinweis: Die Losung kann in Abhéngigkeit von i angegeben werden, wenn man den Faltungs-
satz verwendet.
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tion ist.

Hinweis: Benutzen Sie die Fouriertransformation und den Faltungssatz. Beachten Sie bei der

Losung des Systems, dass die Fouriertransformation von u(-, y) beschrénkt sein soll
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(13.3i) Seia > 0. Losen Sie die Differentialgleichung
2
g—tu(t,:lf) =a?- %u(t,x), t>0, zeR,

mit Nebenbedingung u(z,0) = h(z), wobei h : R — C eine absolut integrierbare, stetige Funk-
tion ist.
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(13.3j) Betrachten Sie ausserdem noch einmal die folgenden Aufgaben aus den Serien:
i. Aufgabe 10.1, iii. Aufgabe 11.1.
ii. Aufgabe 10.2,

»i \ Aufgabe 10.1 Einige Fourierintegrale

= (10.1a) Berechnen Sie die Fouriertransformation in den folgenden zwei Fillen:

i. Seia > 0und

N

0 sonst.
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Bemerkung: Wir wollen das Symmetrieargument aus obiger Aufgabe noch einmal genau
aufschreiben. Es gilt

a a - 0 .
/ [tle st dt = / |t|(cos(st) + isin(st)) dt + / |t|(cos(st) +isin(st))dt
J —a J0O J—a

= / |t|(cos(st) +isin(st)) dt + / |t|(cos(—st) + isin(—st)) dt
Jo Jo

¢

a - a
= / |t|(cos(st) + isin(st)) dt + / |t|(cos(st) — isin(st))dt
JO J0
=2 / t cos(st) dt,
Jo

wobel wir in Schritt zwei die Substitution ¢ — —t verwendet haben.
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A o
= g & ( cos(eb) Biale YU E « & £ (cossb) -5l (s AL
i N
o 0 b Clog (Y- T5a GEVLE = § L Ceos (26 ¥ Tela sE5YA F
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~st

= B0 Esin (oY dE = 20 Im (S Lo




/0\\‘7(—{5(7

_altl A a
NP (I RPN | O S IS 14

S%[L\)_é% §7//\/’/L/\(_ &/lr( 0\/*13\/\/\/\1/\ 4" \/\/EL okOvQ/\ :

D « (o4 e
Al \01%—15‘5 —k(O\J"LS\
) = 2§ L= T Re (¢ At
0 So 0
d
TElainsy / m—:us
- (e = e = Uy
- o-S 0 ntLS att ¢=
(10.1b) Berechnen Sie die Fouriertransformation von QM
f@t) = e -
Benutzen Sie dazu den Satz von Cauchy und den Weg ~ aus der Abbildung 10.1. rd -l-— T
Hinweis: Sie miissen im Exponenten des Integranden quadratisch erginzen. A S
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(10.1c) Berechnen Sie die Fouriertransformation von
1) =

erneut. Benutzen Sie diesesmal eine geeignete Substitution.

\/0/\ Q(o\ox\ Qo{iﬁ

Aufgabe 10.2 Die Wellengleichung

%ﬂh(aﬂ L\;'/ K/\j

d
e
ER
B S |

Dic ist cine particlle Di glcichung, welche dic ciner Welle
N in einem Medium beschreibt. Sie ist gegeben durch
® o \

/L 1 Gt = goulet),  wek >0, (102.1)

wobei v : R x B_ — R. Typischerweise versehen wir die Wellengleichung mit Anfangsbedin-

(10.2.2) é

gungen

uf,0) = f(«) und %u(v 0)=0. zeR.
al

Die Anfangsbedingungen (10.2.2) kodieren, dass u zur Zeit ¢ = 0 die Form £ hat und in Ruhe ist.

(10.22)  Zeigen Sie, dass eine Losung u der (10.2.1) mit

(10.22) die hat, dass ihre F
w(e.t) = /x ufz, t)e " dz CeR
die gewdhnliche Dllicrcnlmlglclchung7 :
‘ilﬂ(f.ﬂ =-&%it,t), ELER t>0,
mit Anfangsbedingungen
ii(¢,0) = f{¢) und (‘%n[.v 0)=0, ¢(eR

erfiillt.

(10.2b)  Zeigen Sie mit Hilfe von Aufgabe (10.2a), dass die Fouriertransformation von u gege-

ben ist durch N
(g 1) = [(€) cos(€L). LER =0

(10.2¢)  Benutzen Sie die Eigenschaften der Fouriertransformation aus der Vorlesung zusammen

mit einer Fouriertabelle, um zu schliessen, dass
ulz.t) = (f + D)) = / Fie—y)dy,  zeR >0

wobei

O —t) + o+t
1 = 03D

Hinweis: 4 beschreibt die Delta Distribution, welche durch die

[ s an= o)

definiert ist.
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=0 — f(s,t) = s A (s, E)

)

O = (374 (o)

1 — Dl ) vt a (s, ) =0
o€t



L) WA habun  ann  dine DGl 4 £ 2 Enle Ancabz

Nk
als, )= (e

=7 /\/L +g =20 jild >\7/’2_ = - i'g(
J Sle)t L lslh
>0 U (S/%\ = C,](S) e } (,7/(9{
[Leelle LoéMjM 5 lj(%,ﬂ = Cg(Q L@S(5H+ C%LSBS;A(Sf>

N

AP A06,0)= (5(s) = £ 19)

3 0s,0) = ~( ) s sia s+ (ol s-cos L) T,

ot

i\

Cols)- 220 =9 Cy(N=0

=7 JL\(%/@\': /g\(g\wg(gg\ %\(5/{_\:Cos(">1¢’\

—_—

D i krans Lor meties ot e le Fm(\ﬁumass A2 A
Fonedutalelle -

nls L) = &(x\ % ca/(k/ﬁ\ = S {(CB‘%(&—C/EBJC

'fl5\'L —-\,\gl t (V2
3 I’ /
NN ey = = Lol 8+ 50360
yas //\ i
_sbo
T&od% 5 (E-EO’\ o—e o
JLe
/L,,: ':\/> Aufgabe 11.1 Eine Anwendung des Satzes von Plancherel
—_— (11.1a) Betrachten Sie die Funktion /g ( 6)
e P — T >
o -1
und berechnen Sie ihre Fouriertransformation. /[
(11.1b)  Berechnen Sie mit Hilfe von Aufgabe (11.1a) den Wert des Integrals
) 1 prs
/’c (sin(s) — :Cos(s)) ds. A - -4
b {(s)= g (1-tT)e L

(11.1c) [Bonus] Konnen Sie ein anderes Integral auf diese Art und Weise berechnen?

Hinweis: Achtung! Beim Kreeieren von eigenen Beispielen muss man immer darauf achten, dass
die Integrale auch wirklich konvergieren
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i. Aufgabe 10.1, iii. Aufgabe 11.1.
ii. Aufgabe 10.2,

Aufgabe 13.4 Verschiedene Aufgaben zur Laplacetransformation

(13.4a) Losen Sie die folgende Differentialgleichung mittels der Laplacetransformation
y —y=¢*  y(0)=1
(13.4b) Losen Sie die folgende Differentialgleichung mittels der Laplacetransformation

y' — 3y + 2y =0, y(0) =1, y'(0) = 1.

(13.4¢c) Losen Sie die folgende Differentialgleichung mittels der Laplacetransformation

y" 4 4y = sint, y(0) =1, y'(0) = 0.

(13.4d) Losen Sie die folgende Differentialgleichung mittels der Laplacetransformation

y' =2y +2y=2",  y(0)=0, Y(0)=1
(13.4e) Losen Sie die folgende Differentialgleichung mittels der Laplacetransformation
y' =2y +y=¢, y0)=1, y(0)=0
(13.4f) Losen Sie die folgende Differentialgleichung mittels der Laplacetransformation
g g g Y
y" + 2y + 2y = h(t), y(0) =0, y'(0) =1,

wobeli

ht) = {1 wenn t € [m, 27,
0 sonst.
(13.4g) Losen Sie die folgende Differentialgleichung mittels der Laplacetransformation
Y — 3y + 2y = tu(t), y(0) =1, y'(0) =0,

wobel

1 wennt > 0,
u(t) :=
0 sonst.

(13.4h) Sei o > 0. Finden Sie eine Losung der Differentialgleichung
y'+afy=h,  y(0)=y(0)=0,

wobei h : R — C eine stiickweise stetige Funktion ist deren Laplacetransformation £[h] existiert.

Hinweis: Benutzen Sie den Faltungssatz.

(13.4i) Betrachten Sie ausserdem die folgenden Aufgaben aus den Serien:

Serie 13 Seite 6 Aufgabe 13.4



Aufgabe 13.4 Verschiedene Aufgaben zur Laplacetransformation

(13.4a) Losen Sie die folgende Differentialgleichung mittels der Laplacetransformation
y—y=¢" ) =1

\/\/L'/ 4fm/\‘7 é@r/\/\;_Q/&/\ L}M(ckgg/\cj( ;3 /ka 4— [/OLW IO(Q,Z_ /\/»L L/L_{L%
[(6) o= sFle)- £(07), J(E) oo FLS), 2" T ome o ik s34
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4 A 1 1 A
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N o N
PI5¢ 1 A
A 3 d 4 Sl t T
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(13.4b) Losen Sie die folgende Differentialgleichung mittels der Laplacetransformation

y' =3y +2y =0, y(0) =1, y'(0) = 1.
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(13.4c) Losen Sie die folgende Differentialgleichung mittels der Laplacetransformation
y" + 4y = sint,

2 A at 1 £
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(13.4d) Losen Sie die folgende Differentialgleichung mittels der Laplacetransformation

y' =2y +2y=2¢",  y(0)=0, y(0)=1.
. y' (6) o STl -5 £ (0%) - £'(0")
884" 1 vty =1 5 =y ylhoe sFG - 4
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ot fd
15 o= Za

A
=0 SEY(e)~ 1 -yl s LY = L —
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(13.4e) Losen Sie die folgende Differentialgleichung mittels der Laplacetransformation
y' =2y +y=¢,  y0)=1,  y(0)=0.
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(13.4f) Losen Sie die folgende Differentialgleichung mittels der Laplacetransformation
v'+2y +2y=h(t),  y(0)=0, Y (0)=1,

wobel
ht) = {1 wenn t € [, 27],
0 sonst.
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(13.4g) Losen Sie die folgende Differentialgleichung mittels der Laplacetransformation

y" =3y + 2y = tu(t), y(0) =1, y'(0) =0,

1 wennt >0,
u(t) ==
0 sonst.
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(13.4h) Sei a > 0. Finden Sie eine Losung der Differentialgleichung
y'+a’y=h,  y(0)=y(0)=0,
wobei h : R — C eine stiickweise stetige Funktion ist deren Laplacetransformation £[h] existiert.
Hinweis: Benutzen Sie den Faltungssatz.
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(13.4i) Betrachten Sie ausserdem die folgenden Aufgaben aus den Serien:

1. Aufgabe 12.2, ii. Aufgabe 12.4.

Aufgabe 12.2 Laplaceriicktransformation und Faltung
(12.2a) Bestimmen Sie die Originalfunktionen der folgenden Laplacetransformierten

1
$2(s*+a?)’

fls) =
Benutzen Sie dazu eine Partialbruchzerlegung.

(12.2b) Bestimmen Sie erneut die Originalfunktionen der folgenden Laplacetransformierten

1
s*(s? +a?)’

fs) =
Benutzen Sie diesesmal den Faltungssatz aus der Vorlesung.

(12.2¢) Bestimmen Sie die Originalfunktionen der folgenden Laplacetransformierten

—2s2 +18s — 3
§%— 52 —8s+12

fs) =

durch eine Methode Threr Wahl.
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Aufgabe 13.5 Weitere Aufgaben ( |
& . . \__‘ !
(13.5a) Weitere gute Ubungsaufgaben aus den Serien sind: U (x, (63 = \/‘3( k/L,Q K Yo (« ‘US\ = - Vg (*1“9
i. Aufgabe 3.5, iv. Aufgabe 6.1,
ii. Aufgabe 5.1, v. Aufgabe 6.3,
iii. Aufgabe 5.2, vi. Aufgabe 6.4.
%
,{/} Al{lfgabe 3.5' Die ?auchy—Riemann Gleichungen VLB n s ( < Lﬁ\ 4 (} « | - /l /Z w lg’l
~—  Wir benutzen die Notation
flr+1iy) = u(z,y) + v(z,y), z,y € R. 1 a3 S
W, (« : -7 + ¢
Welche der im Folgenden definierten Funktionen sind holomorph? a ! l&\ x V) b&
35a)  u(z,y) =2t — 62%y? + ¢y, v(w,y) := dady — day®. = 2 "s
3.5b)  u(z,y) =2 — 3xy?, v(z,y) = —32%y + ¢ Vix ( 4 UX\ fl ’& X VX $ V&
3.5¢)  u(x,y) := sin(2? — y?) cosh(2zy), v(z,y) := — cos(x? — y?) sinh(2zy).
~ S K
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Hinweis: Der Kosinus Hyperbolicus und der Sinus Hyperbolicus sind gegeben durch
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Sei «y die Parametrisierung entgegen des Uhrzeigersinns des Quadrates (), mit Mittelpunkt 0 und
Seitenlinge 4. Berechnen Sie die folgenden Integrale:

i) [, W dz,

- cos(z) 1.
i) [ Z(Z—QHL) dz,

iii) Jw 57 de,
v) [ b g,
Hinweis: Der Kosinus hyperbolicus cosh ist definiert durch

ef+e”?
7

cosh(z) :=
Beim Losen von Aufgabe iv) werden Sie ausserdem noch dem Sinus hyperbolicus sinh begegnen,
welcher durch L
f—e?

2

sinh(z) :=
definiert ist.
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Sei y eine geschlossene Kurve in C mit positiver Umlaufrichtung — das bedeutet, dass wenn wir
entlang v laufen, das von der Kurve eingeschlossene Gebiet G immer zu unserer Linken liegt.
Wir betrachten
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Zeigen Sie, dass g(z) = 67iz, wenn z innerhalb von G liegt, und g(z) = 0, wenn z ausserhalb
von G liegt.
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(6.1a) Berechnen Sie die ersten drei Koeffizienten der Taylorentwicklung von
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IV -U> Aufgabe 6.4 Residuen Berechnen

= Berechnen Sie die Residuen der folgenden Funktionen an all ihren isolierten Singularitdten:

z—sinz
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Hinweis: Die Laurententwicklung des Kotangens um z, = 0 ist gegeben durch
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i. Aufgabe 12.2, ii. Aufgabe 12.4.

Aufgabe 13.5 Weitere Aufgaben

(13.5a) Weitere gute Ubungsaufgaben aus den Serien sind:

i. Aufgabe 3.5, iv. Aufgabe 6.1,
1. Aufgabe 5.1, v. Aufgabe 6.3,
iii. Aufgabe 5.2, vi. Aufgabe 6.4.

(13.5b) Losen Sie den Midterm erneut (oder zum ersten Mal).

(13.5¢) Losen Sie die Priifung vom Winter 2014 und die Priifung vom Sommer 2014 im Skrip-
tum von Prof. Dr. F. Da Lio ab Seite 106.
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